
Àëãåáðà è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû Òåçèñû êîíôåðåíöèè

Åäèíèöû öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Àëååâ Ð.Æ., Àëååâà Â.Í.
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóíèâåðñèòåò (ÍÈÓ), ×åëÿáèíñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ×åëÿáèíñê, Ðîññèÿ

Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóíèâåðñèòåò (ÍÈÓ), ×åëÿáèíñê, Ðîññèÿ
aleevrz@susu.ru, aleevavn@susu.ru

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ãðóïïîâîå êîëüöî áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ê êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñòàíäàðò-
íûå ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà äàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáðàòèìû òîëüêî òðèâèàëüíûå ýëåìåíòû.
Ïîýòîìó áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Èòàê, ïóñòü G = ⟨x⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α � ïðèìèòèâíûé
(ïåðâîîáðàçíûé) êîìïëåêñíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà j ∈ {0, 1, 2, . . . , n−
1} îïðåäåëèì õàðàêòåð ãðóïïû G

χj : G → ⟨α⟩,

ãäå χj(x
k) = αjk äëÿ ëþáîãî k ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïî ëèíåéíîñòè ãëàâ-

íîãî õàðàêòåðà χ0 = 1G íà öåëî÷èñëåííîå ãðóïïîâîå êîëüöî ZG) ãðóïïû G âîçíèêàåò êîëüöåâîé
ãîìîìîðôèçì íà Z. Åñëè åãî îãðàíè÷èòü íà ãðóïïó åäèíèö Un(ZG) êîëüöà ZG, òî ïîëó÷èì ãî-
ìîìîðôèçì ãðóïï íà ãðóïïó åäèíèö {1,−1} êîëüöà Z, ÿäðî êîòîðîãî îáîçíà÷àåòñÿ êàê V(ZG) è
íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé ãðóïïîé åäèíèö êîëüöàZG).

Ëåììà 1. Un(ZG) = ⟨−1⟩ ×V(ZG).
Ñîãëàøåíèå. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü V(ZG).
Òåîðåìà. [1]

1. V(ZG) = ⟨x⟩ × V1 × . . . Vr, ãäå V1,. . . , Vr � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.

2. r =
[
n
2

]
− τ(n) + 1 =

{
n+1
2 − τ(n) äëÿ íå÷¼òíîãî n,

n
2 − τ(n) + 1 äëÿ ÷¼òíîãî n,

ãäå τ(n) � ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.

Â ðàáîòàõ [1] è [2] ïîëó÷åíû ïîëíûå îïèñàíèÿ ãðóïï åäèíèö öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêîâ 10, 12 è 7, 9.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(m) � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî Irr(G) âñåõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû

àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ õàðàêòåðîâ:

Irr(G) = {Irr(χ0) = {χ0}}
⋃
d|n

{Irr(χd) = {χdk | k ∈ Φ(n/d)}} .

Ïóñòü Irr(G, alc) = {χ0, χd | d|n}. Äëÿ χ ∈ Irr(G, alc) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(χ) � ïîëå õàðàêòåðà χ,
à ÷åðåç Un(Z[χ]) � ãðóïïó åäèíèö êîëüöà öåëûõ ýòîãî ïîëÿ. Ñîãëàñíî [3] ëîêàëüíûì ýëåìåíòîì
ðàöèîíàëüíîé ãðóïïîâîé àëãåáðû QG, ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðó χ ∈ Irr(G, alc) è ýëåìåíòó µ ∈
Q(χ), íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

uχ(µ) = 1 +
∑

φ∈Aut(Q(χ))

(φ(µ)− 1) e(φ(χ)),

ãäå e(φ(χ)) � ìèíèìàëüíûé èäåìïîòåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðó φ(χ).
Äëÿ îïèñàíèÿ åäèíèö öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï èñïîëüçóþòñÿ ëî-

êàëüíûå ýëåìåíòû, ïîñòðîåííûå ïî åäèíèöàì µ ∈ Un(Z[χ]) è õàðàêòåðàì χ ∈ Irr(G, alc).
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Â ðàáîòàõ [4�8] èçó÷àëèñü åäèíèöû öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ 2-ãðóïï. Â
÷àñòíîñòè, ïîëíîñòüþ îïèñàíû [6] åäèíèöû öåëî÷èñëåííîãî ãðóïïîâîãî êîëüöà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
ïîðÿäêà 16. Òàêæå ðàçðàáîòàí èíäóêòèâíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ åäèíèö öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ
êîëåö öèêëè÷åñêèõ 2-ãðóïï, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ îïèñàíèÿ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà
â ãðóïïàõ åäèíèö öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ 2-ãðóïï.

Â 1940 Õèãìàíîì [9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ãðóïïîâûå êîëüöà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
ïîðÿäêîâ 1, 2, 3, 4 è 6 èìåþò òîëüêî òðèâèàëüíûå åäèíèöû. Â ðàáîòàõ [10,11] áûëè èçó÷åíû åäèíèöû
öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ. Åñòåñòâåííûé ñëåäóþùèé
ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â èçó÷åíèè åäèíèöû öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
ïîðÿäêîâ kp, ãäå k ∈ {1, 2, 3, 4, 6} è p ⩾ 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Òàêèå ÷èñëà kp áóäåì íàçûâàòü áëèçêèìè
ê ïðîñòûì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷àþòñÿ åäèíèöû öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
ïîðÿäêîâ 2p è 3p äëÿ ïðîñòîãî p ⩾ 5. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî â ãðóïïàõ
åäèíèö öåëî÷èñëåííûõ ãðóïïîâûõ êîëåö öèêëè÷åñêèõ ãðóïï òàêèõ ïîðÿäêîâ.
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