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Таблицу характеров конечной группы при фиксированных

упорядочениях элементов группы и её характеров, записанную

в виде матрицы, будем называть матрицей характеров

данной группы.

В 1940 Хигманом

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.

Soc(2), 46, (1940), 231–248.

был предложен подход к изучению единиц целочисленных

групповых колец конечных абелевых групп с использованием

характеров. Основой для этого метода служит описание связи

между двумя базисами: групповым базисом и базисом из

минимальных идемпотентов, которое осуществляется с

помощью матрицы характеров.
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Всякая конечная абелева группы разлагается в прямое

произведение примарных циклических подгрупп единственным

образом (с точностью до упорядочения сомножителей).

Хорошо известно, что матрица характеров прямого

произведения двух подгрупп является тензорным

произведением матриц характеров сомножителей. Поэтому в

случае прямого произведения получаем информацию из

матриц характеров подгрупп.

Примарная циклическая группа НЕ разлагается в прямое

произведение собственных подгрупп.

Для произвольной группы G пусть

Un(ZG )

— группа единиц (обратимых элементов) целочисленного

группового кольца группы G .
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Случай групп простого порядка

Пусть A — циклическая группа простого порядка p.

Случай групп порядка не превосходящего \sansseven 

Группы целочисленных групповых колец циклических групп

порядков 2 и 3 тривиальны, как доказано Хигманом в

упомянутой ранее работе.
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Случай p = 5 рассмотрен Капланским (неопубликовано),

можно найти у Милнора (с. 375).

Milnor J. Whitehead torsion. Bull. Amer. Math. Soc.,

Vol. 72(1966), pp. 358–426.

Имеем

Un(ZA) = \langle  - x\rangle \times \langle u\rangle ,

где u =  - 1 + x + x\sansfour с обратным u - \sansone =  - 1 + x\sanstwo + x\sansthree .
Случай p = 7 рассмотрен в работе

Алеев Р.Ж., Панина Г.А.,Единицы циклических групп

порядков 7и 9. Известия ВУЗОВ. Математика, 1999,

№ 11(450), c. 81–84.

Имеем

Un(ZA) = \langle  - x\rangle \times \langle u\rangle \times \langle v\rangle ,

где u =  - 1 + 2(x\sanstwo + x\sansfive ) - (x\sansthree + x\sansfour ) и v =  - 1 + (x + x\sanssix ).
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Случай групп произвольного простого порядка

В работе

Р. Ж. Алеев, Круговые единицы в групповых кольцах

конечных абелевых групп. Алгебра и логика: Материалы

международного российско-китайского семинара. Иркутск:

Издательство Иркут. гос. пед. ун-та, 2007, 11–14.

были изучены единицы целочисленных групповых колец

циклических групп произвольных простых порядков.

7



Зафиксируем следующие обозначения:

A — циклическая группа простого порядка p \geqslant 5,

\alpha — первообразный (комплексный) корень степени p,

Qp = Q(\alpha ) — p-тое круговое поле,

m = (p  - 3)/2,

g — первообразный корень по модулю p,

\sigma \in Gal(Qp) с условием \sigma (\alpha ) = \alpha g ,

\tau i = \sigma i - \sansone 
\Bigl( 
\sansone  - \sigma (\alpha )
\sansone  - \alpha 

\Bigr) 
для i \in \{ 1, . . . ,m\} .
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Все неглавные характеры группы A алгебраически сопряжены и

потому для любого фиксированного неглавного характера

\chi \in Irr(A) имеем

Irr(A) \setminus \{ 1A\} =
\Bigl\{ 
\chi \sigma i

\bigm| \bigm| \bigm| i \in \{ 0, . . . , p  - 2\} 
\Bigr\} 
.

Тогда единице \lambda кольца целых поля Qp соответствует

локальная единица

u(\lambda ) = 1 +

p - \sanstwo \sum 
i=\sanszero 

\bigl( 
\sigma i (\lambda ) - 1

\bigr) 
e(\chi \sigma i

),

где e(\chi \sigma i
) — минимальный центральный идемпотент

комплексной групповой алгебры CA, соответствующий
характеру \chi \sigma i

.
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Ограничимся только круговыми единицами кольца целых

кругового поля Qp, соответствующие локальные единицы

образуют подгруппу K (A) группы единиц кольца целых

рациональной групповой алгебры QA, изоморфную подгруппе

Kp круговых единиц конечного индекса в группе единиц кольца

целых кругового поля Qp.

Основным результатом является следующий.

Теорема (простой порядок)

K (A) \cap Un(ZA) = \langle  - x\rangle \times \langle u( - \tau 
p - \sansone 
\sanstwo 

m )\rangle \times 
m - \sansone \prod 
i=\sansone 

\langle u(\tau i\tau p - \sanstwo 
m )\rangle .
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Примарные циклические группы

непростого порядка

Следующим шагом является изучение единиц целочисленных

групповых колец циклических групп порядков pn+k , где p —

простое число и n + k \geq 2. В этом случае соотношение между

указанными базисами будет весьма сложным. Мы упрощаем

это соотношение для групп порядка pn+k на основе выделения

матрицы характеров подгруппы порядка pn, где
n, k \in \{ 1, 2, . . . \} . К сожалению, полученные результаты весьма

громоздки, поэтому ограничимся случаем, когда k = 1.
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Будем придерживаться следующих обозначений.

1. p — простое число.

2. G = \langle x\rangle — циклическая группа порядка pn+\sansone и

A = \langle a = xp\rangle — её подгруппа порядка pn.

3. \alpha — примитивный корень из 1 степени pn+\sansone и \omega = \alpha p.

4. Для любых j , k \in \{ 0, 1, . . . , pn+\sansone  - 1\} характер \chi j(x
k) = \alpha jk

группы G .

5. Для любых j , k \in \{ 0, 1, . . . , pn  - 1\} характер \xi j(a
k) = \omega jk

подгруппы A.

6. e(\chi ) — минимальный идемпотент, определяемый

характером \chi группы G .

7. e(\xi ) — минимальный идемпотент, определяемый

характером \xi подгруппы A.

8. Ch(G ) — матрица характеров группы G , а Ch(A) —
матрица характеров подгруппы A.
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Характеры

Зафиксируем упорядочения

(a\sanszero = 1, a, . . . , ap
n - \sansone ) — элементов подгруппы A,

(\xi \sanszero = 1A, \xi \sansone , . . . , \xi pn - \sansone ) — характеров подгруппы A.

Тогда при таких упорядочениях имеем:

Ch(A) =

\left[     
1 1 . . . 1
1 \omega . . . \omega pn - \sansone 

...
...

. . .
...

1 \omega pn - \sansone . . . \omega (pn - \sansone )\sanstwo 

\right]     .
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Возникает следующее упорядочение элементов группы G :\bigl( 
(1, a, . . . , ap

n - \sansone ), x(1, a, . . . , ap
n - \sansone ), . . . , xp - \sansone (1, a, . . . , ap

n - \sansone )
\bigr) 
.

Стандартное упорядочение характеров группы G :\bigl( 
\chi \sanszero = 1G , \chi \sansone , . . . , \chi pn+\sansone  - \sansone )

\bigr) 
разобьём на фрагменты по pn характеров в каждом:\bigl( 

(\chi \sanszero , \chi \sansone , . . . , \chi pn - \sansone ), . . . , (\chi (p - \sansone )pn , \chi (p - \sansone )pn+\sansone , . . . , \chi pn+\sansone  - \sansone )
\bigr) 
.

14



Лемма
При таких упорядочениях имеем следующий вид матрицы

характеров:

Ch(G ) =

\left[   Ch[0, 0] . . . Ch[0, p  - 1]
...

. . .
...

Ch[p  - 1, 0] . . . Ch[p  - 1, p  - 1]

\right]   =
\bigl[ 
Ch[s, j ]

\bigr] (p - \sansone ,p - \sansone )

(s,j)=(\sanszero ,\sanszero )
,

где для каждого номера (s, j) \in \{ 0, . . . , p  - 1\} \times \{ 0, . . . , p  - 1\} 

Ch[s, j ] = \omega js Diag(\alpha j) Ch(A), где Diag(\alpha j) =

\left[     
1 0 . . . 0
0 \alpha j . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . \alpha j(p - \sansone )

\right]     .

В частности, Ch[s, 0] = Ch(A) для любого s \in \{ 0, 1, . . . , p  - 1\} .
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Минимальные идемпотенты

Каждый минимальный идемпотент комплексной групповой

алгебры CG группы G полностью определяется характером.

Более точно, пусть \chi s — характер группы G , обозначим через

e(\chi s) — минимальный идемпотент, определяемый характером

\chi s , который находится так:

e(\chi s) =
1

pn+\sansone 

pn+\sansone  - \sansone \sum 
j=\sanszero 

\chi s(x j)x
j =

1

pn+\sansone 

\left(  1 +

pn+\sansone  - \sansone \sum 
j=\sansone 

\alpha  - sjx j

\right)  .

В частности, для главного характера \chi \sanszero = 1G имеем

e(\chi \sanszero ) =
1

pn+\sansone 

\left(  1 +

pn+\sansone  - \sansone \sum 
j=\sansone 

x j

\right)  =
1

pn+\sansone 

\Bigl( 
1 + x + \cdot \cdot \cdot + xp

n+\sansone  - \sansone 
\Bigr) 
.
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Разложение по базисам

Произвольный элемент комплексной групповой алгебры CG
при разложении по групповому базису и базису из

минимальных идемпотентов имеет вид:

u =

p - \sansone \sum 
j=\sanszero 

x j
pn - \sansone \sum 
s=\sanszero 

\gamma [j ]sa
s =

p - \sansone \sum 
s=\sanszero 

pn - \sansone \sum 
j=\sanszero 

\beta [s]je(\chi spn+j).

Для любого j \in \{ 0, 1, . . . , p  - 1\} положим

\vec{}\Gamma [j ] = (\gamma [j ]\sanszero , \gamma [j ]\sansone , . . . , \gamma [j ]pn - \sansone ) и \vec{}B[j ] = (\beta [j ]\sanszero , \beta [j ]\sansone , . . . , \beta [j ]pn - \sansone ) .

Если M — произвольная комплексная матрица, то матрица

M\ast = \=Mt — эрмитово сопряжённая с матрицей M.

17



Лемма
При введённых обозначениях имеем:\left[   \vec{}\Gamma [0]t

...
\vec{}\Gamma [p  - 1]t

\right]   =

=
1

pn+\sansone 

\left[   Ch[0, 0]\ast . . . Ch[p  - 1, 0]\ast 

...
. . .

...

Ch[0, p  - 1]\ast . . . Ch[p  - 1, p  - 1]\ast 

\right]   
\left[   \vec{}B[0]t

...
\vec{}B[p  - 1]t

\right]   .
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Вложение CA в CG

Теорема

При введённых обозначениях следующие условия равносильны.

1. Элемент u =
\sum p - \sansone 

s=\sanszero x
s
\sum pn - \sansone 

j=\sanszero \gamma [s]jx
pj \in CG принадлежит

CA.

2. \vec{}\Gamma [j ] = (\gamma [j ]\sanszero , \gamma [j ]\sansone , . . . , \gamma [j ]pn - \sansone ) = \vec{}0 для любого

j \in \{ 1, 2, . . . , p  - 1\} .
3. \vec{}B[j ] = (\beta [j ]\sanszero , \beta [j ]\sansone , . . . , \beta [j ]pn - \sansone ) = \vec{}B[0] для любого

j \in \{ 1, 2, . . . , p  - 1\} .
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