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Единица (unit) ассоциативного кольца = обратимый элемент

кольца.

В 1940 Хигманом

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.

Soc(2), 46, (1940), 231–248.

был предложен следующий подход к изучению единиц

целочисленных групповых колец конечных абелевых групп.

1. Сначала строится надгруппа группы Un(ZG ) единиц
целочисленного группового кольца конечной абелевой

группы G .
2. Затем ищутся условия, при которых элементы надгруппы

попадают в Un(ZG ).
3. После этого описывается сама Un(ZG ).

Подход Хигмана основан на характерах конечных абелевых

групп. Отметим, что конкурентный подход Басса основан на

многочленах от элементов конечных абелевых групп.
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Подход Хигмана развивался в работах первого автора и его

учеников в более общем контексте центральных единиц

целочисленных групповых колец конечных групп.

Алеев Р.Ж., Центральные единицы целочисленных

групповых колец конечных групп, ДАН,

369, 2(1999). 151–152.

Случай простого порядка

Имеем для произвольной конечной абелевой группы G

Un(ZG ) = \langle  - 1\rangle \times V(ZG ),

где V(ZG ) — нормализованная группа единиц.
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Пусть A — циклическая группа простого порядка p.
Группы целочисленных групповых колец циклических групп

порядков 2 и 3 тривиальны, как доказано Хигманом в

упомянутой ранее работе.

Случай p = 5 рассмотрен Капланским (неопубликовано),

можно найти у Милнора (с. 375).

Milnor J. Whitehead torsion. Bull. Amer. Math. Soc.,

Vol. 72(1966), pp. 358–426.

Имеем

V(ZG ) = \langle x\rangle \times \langle u\rangle ,

где

u =  - 1 + x + x\sansfour с обратным u - \sansone =  - 1 + x\sanstwo + x\sansthree .
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Случай p = 7 рассмотрен в работе

Алеев Р.Ж., Панина Г.А.,Единицы циклических групп

порядков 7и 9. Известия ВУЗОВ. Математика, 1999,

№ 11(450), c. 81–84.

Имеем

V(ZG ) = \langle x\rangle \times \langle u\rangle \times \langle v\rangle ,
где

u =  - 1 + 2(x\sanstwo + x\sansfive ) - (x\sansthree + x\sansfour ) и v =  - 1 + (x + x\sanssix ).

В работе

Р. Ж. Алеев, Круговые единицы в групповых кольцах

конечных абелевых групп. Алгебра и логика: Материалы

международного российско-китайского семинара. Иркутск:

Издательство Иркут. гос. пед. ун-та, 2007, 11–14.

были изучены единицы целочисленных групповых колец

циклических групп произвольных простых порядков.
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Зафиксируем следующие обозначения:

A — циклическая группа простого порядка p \geqslant 5,

\alpha — первообразный (комплексный) корень степени p,

Qp = Q(\alpha ) — p-тое круговое поле,

m = (p  - 3)/2,

g — первообразный корень по модулю p,

\sigma \in Gal(Qp) с условием \sigma (\alpha ) = \alpha g ,

\tau i = \sigma i - \sansone 
\Bigl( 
\sansone  - \sigma (\alpha )
\sansone  - \alpha 

\Bigr) 
для i \in \{ 1, . . . ,m\} .
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Все неглавные характеры группы A алгебраически сопряжены и

потому для любого фиксированного неглавного характера

\chi \in Irr(A) имеем

Irr(A) \setminus \{ 1G\} =
\Bigl\{ 
\chi \sigma i

\bigm| \bigm| \bigm| i \in \{ 0, . . . , p  - 2\} 
\Bigr\} 
.

Тогда единице \lambda кольца целых поля Qp соответствует

локальная единица

u(\lambda ) = 1 +

p - \sanstwo \sum 
i=\sanszero 

\bigl( 
\sigma i (\lambda ) - 1

\bigr) 
e(\chi \sigma i

),

где e(\chi \sigma i
) — минимальный центральный идемпотент

комплексной групповой алгебры CA, соответствующий
характеру \chi \sigma i

.
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В силу вышеизложенного ограничимся только круговыми

единицами кольца целых кругового поля Qp, соответствующие

локальные единицы назовём круговыми, и они образуют

подгруппу K (A) группы единиц кольца целых рациональной

групповой алгебры QA, изоморфную подгруппе Kp круговых

единиц кольца целых кругового поля Qp.

Основным результатом является следующий.

Теорема (простой порядок)

K (A) \cap Un(ZA) = \langle  - x\rangle \times \langle u( - \tau 
p - \sansone 
\sanstwo 

m )\rangle \times 
m - \sansone \prod 
i=\sansone 

\langle u(\tau i\tau p - \sanstwo 
m )\rangle .
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Случай порядка \sanstwo p

Один естественных следующих шагов состоит в изучении

единицы целочисленных групповых колец циклических групп

порядков 2p.
Обозначения.

1. p — нечётное простое число.

2. G = C \times A, где C = \langle c\rangle — подгруппа порядка 2 и A = \langle a\rangle 
— подгруппа порядка p.

3. \alpha = \alpha p — примитивный корень из 1 степени p. Тогда

Ch(A) =

\left[          

1 1 \cdot \cdot \cdot 1 \cdot \cdot \cdot 1
1 \alpha \cdot \cdot \cdot \alpha s \cdot \cdot \cdot \alpha p - \sansone 

...
...

...
...

...
...

1 \alpha j \cdot \cdot \cdot \alpha js \cdot \cdot \cdot \alpha j(p - \sansone )

...
...

...
...

...
...

1 \alpha p - \sansone \cdot \cdot \cdot \alpha (p - \sansone )s \cdot \cdot \cdot \alpha (p - \sansone )\sanstwo 

\right]          
.
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Характеры

Далее имеем.

Irr(C ) = \{ \varepsilon \sanszero = 1C , \varepsilon \sansone \} — группа характеров группы C , если

\varepsilon s(
k) = ( - 1)sk для \{ s, k\} \subseteq \{ 0, 1\} ;

Irr(A) = \{ \chi \sanszero = 1A, \chi \sansone , . . . , \chi p - \sansone \} — группа характеров группы A, где

для любых \{ j , k\} \subseteq \{ 0, 1, . . . , p  - 1\} 

\chi j(a
k) = \alpha jk .

Тогда для G = C \times A группа характеров

Irr(C \times A) = \{ \chi st = \varepsilon s\chi t | s \in \{ 0, 1\} , t \in \{ 0, 1, . . . , p  - 1\} \} ,
где

\chi st(c
kal) = \varepsilon s(c

k)\chi t(a
l) = ( - 1)sk\alpha tl =

\Biggl\{ 
\alpha tl при sk = 0,

 - \alpha tl при sk = 1.
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Разобьём группы G и Irr(G ) на смежные классы:

G = A \cup cA = \{ a\sanszero = 1, a, . . . , ap - \sansone \} \cup \{ c , ca, . . . , cap - \sansone \} 

по подгруппе A,

Irr(G ) = Irr(A) \cup \varepsilon \sansone Irr(A) = \{ \chi \sanszero = 1A, \chi \sansone , . . . , \chi p - \sansone \} \cup 
\cup \{ \varepsilon \sansone , \varepsilon \sansone \chi \sansone , . . . , \varepsilon \sansone \chi p - \sansone \} 

по подгруппе Irr(A).
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Лемма
Имеем следующий вид матрицы характеров.

Ch(G ) =

\biggl[ 
Ch[A] Ch[A]

Ch[A]  - Ch[A]

\biggr] 
=

\left[          

1 1 \cdot \cdot \cdot 1 1 \cdot \cdot \cdot 
1 \alpha \cdot \cdot \cdot 1 \alpha \cdot \cdot \cdot 
...

...
...

...
...

...

1 1 \cdot \cdot \cdot  - 1  - 1 \cdot \cdot \cdot 
1 \alpha \cdot \cdot \cdot  - 1  - \alpha \cdot \cdot \cdot 
...

...
...

...
...

...

\right]          
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Минимальные идемпотенты

Лемма
Пусть e(\chi ) — минимальный идемпотент, соответствующий

характеру \chi . Тогда для любого k \in \{ 0, 1, . . . , p  - 1\} 

e(\chi k) =
1

2p
(1 + c)

\left(  1 +

p - \sansone \sum 
j=\sansone 

\alpha  - jkaj

\right)  .

e(\varepsilon \sansone \chi k) =
1

2p
(1 - c)

\left(  1 +

p - \sansone \sum 
j=\sansone 

\alpha  - jkaj

\right)  .
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Разложение по базисам

При разложении произвольного элемента u комплексной

групповой алгебры CG по групповому базису и базису из

минимальных идемпотентов получим

u =

p - \sansone \sum 
j=\sanszero 

\gamma [0]ja
j+c

p - \sansone \sum 
j=\sanszero 

\gamma [1]ja
j =

p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [0]ke(\chi k)+

p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [1]ke(\varepsilon \sansone \chi k).

Обозначения.

\vec{}\Gamma [0] = (\gamma [0]\sanszero , \gamma [0]\sansone , . . . , \gamma [0]p - \sansone ) , \vec{}\Gamma [1] = (\gamma [1]\sanszero , \gamma [1]\sansone , . . . , \gamma [1]p - \sansone ) ,

\vec{}B[0] = (\beta [0]\sanszero , \beta [0]\sansone , . . . , \beta [0]p - \sansone ) , \vec{}B[1] = (\beta [1]\sanszero , \beta [1]\sansone , . . . , \beta [1]p - \sansone ) .

Лемма

\vec{}B[0]t = Ch(A)
\Bigl( 
\vec{}\Gamma [0]t+\vec{}\Gamma [1]t

\Bigr) 
, \vec{}B[1]t = Ch(A)

\Bigl( 
\vec{}\Gamma [0]t - \vec{}\Gamma [1]t

\Bigr) 
,

\vec{}\Gamma [0]t =
1

2p
Ch(A)\ast 

\Bigl( 
\vec{}B[0]t+\vec{}B[1]t

\Bigr) 
, \vec{}\Gamma [1]t =

1

2p
Ch(A)\ast 

\Bigl( 
\vec{}B[0]t - \vec{}B[1]t

\Bigr) 
.
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\gamma [0]\sanszero =
1

2p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [0]k +

p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [1]k

\Biggr) 
.

Для любого j \in \{ 1, . . . , p  - 1\} 

\gamma [0]j =
1

2p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [0]k +

p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [1]k

\Biggr) 
.
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\gamma [1]\sanszero =
1

2p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [0]k  - 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [1]k

\Biggr) 
.

Для любого j \in \{ 1, . . . , p  - 1\} 

\gamma [1]j =
1

2p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [1]k  - 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [1]k

\Biggr) 
.
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\gamma [0]\sanszero + \gamma [1]\sanszero =
1

p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [0]k

\Biggr) 
.

Для любого j \in \{ 1, . . . , p  - 1\} 

\gamma [0]j + \gamma [1]j =
1

p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [0]k

\Biggr) 
.

\gamma [1]\sanszero  - \gamma [1]\sanszero =
1

p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\beta [1]k

\Biggr) 
.

Для любого j \in \{ 1, . . . , p  - 1\} 

\gamma [1]j  - \gamma [1]j =
1

p

\Biggl( 
p - \sansone \sum 
k=\sanszero 

\alpha  - jk\beta [1]k

\Biggr) 
.
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Вложение CA в CG

Лемма
Следующие условия равносильны.

1. u \in CA\leftarrow \rightarrow \vec{}\Gamma [1] = \vec{}0.

2. \vec{}B[1] = \vec{}B[0].
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Группа единиц

Будем использовать обозначения из раздела “Случай простого

порядка”. В прошлом году в

Алеев Р.Ж., Алеева В.Н., Единицы целочисленных

групповых колец циклических групп порядков 2p, где p \geqslant 5
— простое число,

Алгебра и динамические системы. Тезисы докладов

Международной конференции "Алгебра и динамические

системы посвящённой 110-летию со дня рождения С.Н.

Черникова Нальчик, 28 июня - 3 июля 2022 г. - Нальчик.

2022 с. 10-11

приведён результат.
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Теорема

Существует такое число r , что

(p - \sansthree )/\sanstwo \prod 
k=\sansone 

\langle u\chi \sansone (\tau 
(p - \sansone )r
k )\rangle \times 

(p - \sansthree /\sanstwo \prod 
k=\sansone 

\langle u\varepsilon \sansone \chi \sansone (\tau 
(p - \sansone )r
k )\rangle 

является подгруппой конечного индекса в Un(ZG ).
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Удалось улучшить его.

Теорема (порядок \sanstwo p)

Пусть f — порядок 2 по модулю p и

r = Lcm((p  - 1)/2, 2f  - 1).

Тогда

Un(ZA)\times 
(p - \sansthree )/\sanstwo \prod 
k=\sansone 

\langle u\chi ( - \tau rk )\rangle 

является подгруппой конечного индекса в Un(ZG ) .
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О числе r

p 5 7 11 13 17

g 2 3 2 2 3

f 4 3 10 12 8

(p  - 1)(2f\sanstwo  - 1)/2 30 21 5115 24570 2040

min(?) 30 21 5115 1638 2040
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