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0. Введение

Прежде всего отметим, что целочисленное групповое кольцо
бесконечной циклической группы может быть отождествлено к
кольцом многочленов Лорана с целыми коэффициентами.
Стандартные методы комплексного анализа дают, что в этом
случае обратимы только тривиальные элементы. Поэтому будут
рассматриваться только конечные циклические группы.

Также единица (unit) ассоциативного кольца = обратимый
элемент кольца.
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Есть два основных направления исследований групп единиц
целочисленных групповых колец конечных абелевых групп.

1. Направление Хигмана

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.
Soc(2), 46, (1940), 231–248.

Сначала строится надгруппа группы Un(ZG ) единиц
целочисленного группового кольца конечной абелевой группы
G .
Затем ищутся условия, при которых элементы надгруппы
попадают в Un(ZG ) и после этого описывается сама Un(ZG ).
Этот подход развивался в работах первого автора в более
общем контексте центральных единиц целочисленных
групповых колец конечных групп.

Алеев Р.Ж., Центральные единицы целочисленных

групповых колец конечных групп, ДАН,
369, 2(1999). 151–152.
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2. Направление Басса

H. Bass, The Dirichlet unit theory, induced characters and

Whitehead groups of finite groups. Topology,
4, 4(1966), 391–410

Сначала строится подгруппа U группы Un(ZG ). Затем либо
доказывается совпадение U и Un(ZG ), либо строятся
дополнительные единицы, вместе с которыми U порождает
Un(ZG ).
Второму подходу следовал Хёхсманн, достигший значительного
прогресса, о чём можно судить по его обзорной статье:

K. Hoechsmann, Unit bases in small cyclic group rings. Marcel
Dekker, Meth. in ring theory (Lecture notes in pure appl.math.
ser.), 198, (1998), 121–139.
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Ещё немного о подходе Басса. Будем придерживаться
следующих обозначений.

1. G = \langle x\rangle — конечная циклическая группа порядка n.

2. m = НОК(n, \phi (n)).

3. Для d , делящего n, положим:

3.1 Td — множество всех элементов порядка d в G ,
3.2 если c , b \in Td и b = c r для подходящего натурального

числа r , то обозначаем

[e(b)/e(c),m] =
\bigl( 
1 + c + \cdot \cdot \cdot + c r - \sansone 

\bigr) \sanstwo 
+

1 - rm

d

d - \sansone \sum 
i=\sanszero 

c i ,

3.3 Sd — подмножество Td , имеющее единственный

представитель в каждом подмножестве вида

\{ b, b - \sansone \} \not = \{ xn/d , x - n/d\} , где b \in Td .
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Теорема (Басс)

Пусть n \geqslant 5 и n \not = 6. Тогда для каждого d > 2 элементы

множества

\{ [e(b)/e(xn/d),m] | b \in Sd\} 

свободно порождают подгруппу Bd ранга
\phi (d)
\sanstwo  - 1 в

нормализованной группе единиц V(ZG ). Подгруппа B(G )
группы V(ZG ), порождённая подгруппами Bd для всех d > 2,
является их прямым произведением и имеет конечный индекс в

V(ZG ).

Следует отметить, что подобный подход на основе круговых
многочленов развивался Сергеем Андреевичем Колясниковым,
но не получилось!
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Общие сведения

Итак, пусть G = \langle x\rangle — циклическая группа порядка n.
Обозначим через \zeta n — примитивный (первообразный)
комплексный корень из единицы степени n. Для каждого числа
j \in \{ 0, 1, 2, . . . , n  - 1\} определим характер группы G

\chi j : G \rightarrow \langle \zeta n\rangle ,

где \chi j(x
k) = \zeta jkn для любого k \in \{ 0, 1, 2, . . . , n  - 1\} .
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При распространении по линейности главного характера
\chi \sanszero = 1G на целочисленное групповое кольцо ZG группы G
возникает кольцевой гомоморфизм на Z. Если его ограничить
на группу единиц Un(ZG ) кольца ZG , то получим
гомоморфизм групп на группу единиц \{ 1, - 1\} кольца Z, ядро
которого обозначается как V(ZG ) и называется
нормализованной группой единиц кольцаZG ).

Лемма (1)

Un(ZG ) = \langle  - 1\rangle \times V(ZG ).

Соглашение. Поэтому достаточно рассматривать V(ZG ).
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Для натурального числа m обозначим через \Phi (m) —
множество всех натуральных чисел, не превосходящих m и
взаимно простых с m.

Лемма (2)

Множество Irr(G ) всех неприводимых характеров группы G
разбивается на классы алгебраически сопряжённых характеров:

Irr(G ) = \{ Irr(\chi \sanszero ) = \{ \chi \sanszero \} \} 
\bigcup 
d | n

\{ Irr(\chi d) = \{ \chi dk | k \in \Phi (n/d)\} \} .

Тогда Irr(G , alc) = \{ \chi \sanszero , \chi d | d | n\} — множество представителей
классов алгебраически сопряжённых характеров.
Для \chi \in Irr(G , alc) обозначим через Q(\chi ) — поле характера \chi ,
а через Un(Z[\chi ]) — группу единиц кольца целых этого поля.
Также обозначим как Int(QG ) — кольцо целых рациональной
групповой алгебры QG
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Ясно, что

Q(\chi \sanszero ) = Q,

для делителя d числа n имеем:

Q(\chi d) = Q(\zeta 
n/d
n )

Теперь можно привести результаты Хигмана из

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.
Soc(2), 46, (1940), 231–248.

с переформулировкой для циклических групп.
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Теоремы Хигмана

1. Рациональная групповая алгебра QG изоморфна прямой

сумме полей Q(\chi ), \chi \in Irr(G , alc), то есть,

QG \sim =
\bigoplus 

\chi \in \sansI \sansr \sansr (G ,alc)

Q(\chi ).

2. Группа единиц кольца целых рациональной групповой

алгебры QG изоморфна прямому произведению групп

единиц колец целых полей Q(\chi ) для всех \chi \in Irr(G , alc),
то есть,

Un(Int(QG )) \sim =
\prod 

\chi \in \sansI \sansr \sansr (G ,alc)

Un(Z[\chi ]).

3. Любая единица конечного порядка из ZG тривиальна, то

есть имеет вид \pm z , где z — элемент группы G .
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Теоремы Хигмана (продолжение)

4. Существует такое натуральное l , что l-тая степень всякой

единицы из Int(QG ) лежит в ZG , то есть

Un(Int(QG ))l \leqslant Un(ZG ).

5. Группы единиц Un(ZG ) и Un(Int(QG )) имеют одинаковые
ранги.

6. Групповое кольца ZG не имеет нетривиальных единиц

тогда и только тогда, когда n \in \{ 1, 2, 3, 4, 6\} .
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Теорема (о ранге)

1. V(ZG ) = \langle x\rangle \times V\sansone \times . . .Vr , где V\sansone ,. . . , Vr — бесконечные

циклические подгруппы.

2. r =
\bigl[ 
n
\sanstwo 

\bigr] 
 - \tau (n) + 1 =

\Biggl\{ 
n+\sansone 
\sanstwo  - \tau (n) для нечётного n,

n
\sanstwo  - \tau (n) + 1 для чётного n,

где \tau (n) — число натуральных делителей числа n.

В работах

R. Ž. Aleev, Higman’s theory of central units, units of integral
group rings of finite cyclic groups and Fibonacci numbers.

Intern. Journ. Alg. Comp., 4: 3 (1994), 309–358.

Р. Ж. Алеев, Г. А. Панина, Единицы циклических групп

порядков 7 и 9, Известия ВУЗОВ. Математика, 11(450),
(1999), 81–84.

получены полные описания групп единиц целочисленных
групповых колец циклических групп порядков 10, 12 и 7, 9.
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Согласно

Алеев Р.Ж., Единицы полей характеров и центральные

единицы целочисленных групповых колец конечных групп.

Математические труды, 3, 1(2000), 3–37.
локальным элементом рациональной групповой алгебры QG ,
соответствующим характеру \chi \in Irr(G , alc) и элементу
\mu \in Q(\chi ), называется элемент

u\chi (\mu ) = 1 +
\sum 

\varphi \in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(Q(\chi ))

(\varphi (\mu ) - 1) e(\varphi (\chi )),

где e(\varphi (\chi )) — минимальный идемпотент, соответствующий
характеру \varphi (\chi ).
Для описания единиц целочисленных групповых колец
циклических групп используются локальные элементы,
построенные по характерам \chi \in Irr(G , alc) и единицам
\mu \in Un(Z[\chi ]).
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Пусть m — натуральное число и

\zeta m — примитивный (первообразный) корень степени m из 1.

Пусть P =
\bigl\langle 
1 - \zeta km | k \in \{ 1, 2 . . . ,m  - 1\} 

\bigr\rangle 
< Q\ast 

m — подгруппа
мультипликативной группы Q\ast 

m кругового поля Qm = Q(\zeta m).
Тогда назовём

K (\zeta m) = P \cap Un (Z[\zeta m])

группой круговых единиц поля Qm. Работа

W. Sinnott, On the Stickelberger ideal and circular units of a

cyclotomic field. Ann. of Math. 108 (1978), 107–134.
даёт:

Теорема

Пусть h(m) — число классов поля Qm \cap R. Тогда

| Un (Z[\zeta m]) : K (\zeta m)| = h(m).
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Таким образом, группа круговых единиц является подгруппой
индекса h(m) в Un (Z[\zeta m]).

J. C. Miller, Class numbers of real cyclotomic fields of
composite conductor. LMS Journal of Computation and
Mathematics. 17, Special Issue A (2014), 404–417.

Теорема (Миллер 1)

Пусть m — составное число и m \not \equiv 2 (mod 4). Тогда

h(m) =

\left\{           
1, если \phi (m) \leqslant 116 и m \not = 136, 145, 212,

2, если m = 136,

2, если m = 145,

1, если m = 256,

где \phi — функция Эйлера. Кроме того, при допущении

обобщённой гипотезы Римана h(212) = 5 и h(512) = 1.
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Теорема (Миллер 2)

Пусть p — простое число и m \not \equiv 2 (mod 4). Тогда h(p) = 1 для

p \leqslant 151. Кроме того, при допущении обобщённой гипотезы

Римана

h(p) =

\left\{           
1, если p \leqslant 241 и p \not = 163, 191, 229,

4, если p = 163,

11, если p = 191,

3, если p = 229.
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Циклические \sanstwo -группы
Единицы целочисленных групповых колец циклических 2-групп
изучались в работах:

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, Е. А. Христенко, Сравнение по модулю 2

круговых единиц в полях Q\sansone \sanssix и Q\sansthree \sanstwo . Челяб. физ.-мат. журн. 1: 4
(2016), 8–29.

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, T. А. Ханенко, Нахождение единиц

целочисленных групповых колец циклических групп порядков \sansone \sanssix и \sansthree \sanstwo .
Челяб. физ.-мат. журн. 1: 4 (2016), 30–55.

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, T. А. Ханенко, Описание группы единиц

целочисленного группового кольца циклической группы порядка \sansone \sanssix .
Тр. ИММ УрО РАН, 23: 4 (2017), 32–42.

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, T. А. Ханенко, Локальные единицы

целочисленного группового кольца циклической группы порядка \sanssix \sansfour 
для характера с полем характера Q\sanssix \sansfour . Челяб. физ.-мат. журн.
3:3 (2018), 253–275.

R. Zh. Aleeev, O. V. Mitina, A. D. Godova, Units of integral group rings

of cyclic 2-groups. arXiv:2109.00717 [math.GR].
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В частности, полностью описаны единицы целочисленного
группового кольца циклической группы порядка 16

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, T. А. Ханенко, Описание
группы единиц целочисленного группового кольца

циклической группы порядка 16. Тр. ИММ УрО РАН, 23: 4
(2017), 32–42.

Также разработан индуктивный подход к описанию единиц
целочисленных групповых колец циклических 2-групп, на
основе которого получаются описания подгрупп конечного
индекса в группах единиц целочисленных групповых колец
циклических 2-групп.
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Пусть n \geqslant 3 и

\alpha — примитивный (первообразный) корень степени 2n из 1.

Обозначим:
1) dj = 1 + \alpha j + \alpha  - j для всякого целого числа j ,

2) D =
\prod \sanstwo n - \sanstwo  - \sanstwo 

l=\sanszero \langle d\sanstwo l+\sansone \rangle = \langle d\sansone \rangle \times \langle d\sansthree \rangle \times \cdot \cdot \cdot \times \langle d\sanstwo n - \sansone  - \sansthree \rangle .

Теорема (о группе круговых единиц)

K (\alpha ) = \langle \alpha \rangle \times D.

Традиция!
Un(Z\sanstwo n) = \langle [ - 1]\sanstwo n\rangle \times \langle [5]\sanstwo n\rangle .

Гаусс!!!
Un(Z\sanstwo n) = \langle [ - 1]\sanstwo n\rangle \times \langle [3]\sanstwo n\rangle .

Из этой теоремы получаем.

Следствие

K (\alpha ) \cap R = \langle  - 1\rangle \times D.
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Пусть G = \langle x\rangle — циклическая группа порядка 2n.

Пусть \chi \sanstwo i — характер группы G с \chi \sanstwo i (x) = \alpha \sanstwo i для любого
i \in \{ 0, 1, . . . , n  - 1\} .
Как пример, покажем определение u\chi \sansone (\beta ) для \beta \in Un(Z[\alpha ].
Хорошо известно, что группа автоморфизмов поля Q\sanstwo n

Aut(Q\sanstwo n) =
\Bigl\{ 
\sigma \sanstwo l+\sansone | \sigma \sanstwo l+\sansone (\alpha ) = \alpha \sanstwo l+\sansone для l \in \{ 0, 1, . . . , 2n - \sansone  - 1\} 

\Bigr\} 
.

Поэтому алгебраически сопряжёнными с \chi \sansone будут характеры\Bigl\{ 
\chi \sanstwo l+\sansone | \chi \sanstwo l+\sansone (\alpha ) = \alpha \sanstwo l+\sansone для l \in \{ 0, 1, . . . , 2n - \sansone  - 1\} 

\Bigr\} 
.

Тогда

u\chi \sansone (\beta ) = 1 +
\sanstwo n - \sansone  - \sansone \sum 
l=\sanszero 

(\sigma \sanstwo l+\sansone (\beta ) - 1) e\sanstwo l+\sansone ,

где e\sanstwo l+\sansone — минимальный центральный идемпотент
комплексной групповой алгебры CG , соответствующий
характеру \chi \sanstwo l+\sansone для l \in \{ 0, 1, . . . , 2n - \sansone  - 1\} .
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Обозначим след элемента c \in Q\sanstwo n как tr(c).
Как непосредственное следствие леммы 1 из

Алеев Р.Ж., Единицы полей характеров и центральные

единицы целочисленных групповых колец конечных групп.

Математические труды, 3, 1(2000), 3–37.
получаем следующий результат

Лемма (3)

Пусть \beta \in Un(Z[\alpha ]) и u\chi \sansone (\beta ) = 1 +
\sum \sanstwo n - \sansone 

j=\sanszero \gamma jx
j . Тогда для

любого j \in \{ 0, 1, . . . , 2n  - 1\} 

\gamma j =
1

2n
tr
\bigl( 
(\beta  - 1)\alpha  - j

\bigr) 
.
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Поскольку нужно получить единицу

u\chi \sansone (\beta ) = 1 +
\sanstwo n - \sansone \sum 
j=\sanszero 

\gamma jx
j \in V(ZG ),

то необходимо найти такие условия на \beta \in 
Un(Z[\alpha ]), чтобы обеспечивалась целочисленность

\gamma j для всех

j \in \{ 0, 1, . . . , 2n  - 1\} .

Теорема (о локальной единице)

Пусть \beta \in Un(Z[\alpha ]). Локальная единица u\chi \sansone (\beta ) \in V(ZG ) тогда
и только тогда, когда

1) \beta \in Un(Z[\alpha + \alpha  - \sansone ]) = \langle  - 1\rangle \times K , где

K < Un(Z[\alpha + \alpha  - \sansone ]) < R\ast ,

2) причём \beta \equiv 1 (mod 2).
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Определим подгруппу W\sansone нормализованной группы единиц
V(ZG ) целочисленного группового кольца ZG циклической
группы G следующим образом:

W\sansone = \langle u\chi \sansone (\beta \sansone ) | \beta \in Un(Z[\alpha ])\rangle ,

Локальные единицы мультипликативны, и потому:

W\sansone = \{ u\chi \sansone (\beta \sansone ) | \beta \in Un(Z[\alpha ])\} .

Теперь ограничимся рассмотрением только круговых единиц.
Более точно, будем рассматривать только элементы группы D.
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Введём следующие обозначения.

1. E = \{ \lambda \in D | \lambda \equiv 1 (mod 2)\} = (1 + 2Z[\alpha ]) \cap D.

2. V\sansone = \{ u\chi \sansone (\lambda ) | \lambda \in E\} .
Имеем следующее (предварительное) описание строения
группы W\sansone .

Следствие

1. V\sansone — подгруппа группы W\sansone .

2. W\sansone = \langle x\sanstwo 
n - \sansone \rangle \times V\sansone .

Лемма (3)

1.
\bigm| \bigm| \bigm| D : D\sanstwo n - \sanstwo 

\bigm| \bigm| \bigm| = 2(n - \sanstwo )(\sanstwo n - \sanstwo  - \sansone ).

2. E — подгруппа группы D и D\sanstwo n - \sanstwo 
\leqslant E .
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Пусть

V\sanstwo =

\Biggl\{ 
n - \sansone \prod 
i=\sansone 

u\chi 
\sanstwo i
(\beta i ) | \beta i \in Un(Z[\alpha \sanstwo i ], i \in \{ 1, . . . , n  - 1\} 

\Biggr\} 
.

Теорема (о прямом разложении)

1) V\sanstwo — подгруппа без кручения группы V(ZG ).

2) V\sanstwo — изоморфна подгруппе группы V(Z\langle x\sanstwo \rangle ).
3) \langle x\rangle \times V\sansone \times V\sanstwo — подгруппа конечного индекса группы

V(ZG ).

Таким образом, можно осуществить переход от

группы V(Z\langle x\sanstwo \rangle ) к группе V(ZG ) с точностью до

подгруппы конечного индекса.
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Многое из приведённого ранее было опубликовано в нескольких
работах Алеева и Митиной с соавторами. Однако, то, что будет
изложено далее не публиковалось (103 c.!!!), и по совету
Виктора Даниловича Мазурова было размещено в ArXiv.

R. Zh. Aleeev, O. V. Mitina, A. D. Godova, Units of integral
group rings of cyclic 2-groups. arXiv:2109.00717 [math.GR].

Следует отметить, что бОльшую часть этой работы как раз
занимают результаты, которые последуют.
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Из теоремы о прямом разложении следует, что важно изучение
группы V\sansone , или равносильно группы E .
Будем изучать соотношения между степенями порождающих
группы D. Многие результаты о таких соотношениях являются
чисто техническими и, зачастую, нужны для получения других
более общих результатов. Кроме того, проводится много
вычислений, результаты которых весьма громоздки. Поэтому
была сделана попытка (не совсем уверен, что удачная)
вычленить из этого нагромождения самое существенное.
По этой же причине в силу алгебраической сопряжённости во
многих случаях достаточно рассматривать случай, когда
изучается d\sansone и его связи.
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Для любого целого j положим

rj = dj + d\sanstwo n - \sanstwo  - j  - 2 = (\alpha j + \alpha  - j) + (\alpha \sanstwo n - \sanstwo  - j + \alpha  - \sanstwo n - \sanstwo +j).

Также пусть P(k) =
\prod n - \sansfour 

j=k - \sansone d
\sanstwo j
\sansone для любого k \in \{ 1, . . . , n  - 3\} .

Лемма (4)

Для любого k \in \{ 0, 1, . . . , n  - 3\} 
1) d\sanstwo n - \sanstwo 

\sansone \equiv 1 (mod 2) и d\sanstwo k
\sansone \not \equiv 1 (mod 2),

2) d\sanstwo k

\sanstwo n - \sansone  - k - \sansone 
\equiv d\sanstwo k

\sansone (mod 2) и d\sanstwo k - \sansone 

\sanstwo n - \sansone  - k - \sansone 
\not \equiv d\sanstwo k - \sansone 

\sansone (mod 2)

3) d - \sanstwo k - \sansone 

\sansone \equiv d\sanstwo n - \sansthree P(k) (mod 2),

4) d\sanstwo k - \sansone 

\sanstwo n - \sansone  - k - \sansone 
\equiv d\sanstwo n - \sanstwo  - \sanstwo k - \sansone \equiv d\sanstwo k - \sansone + r\sanstwo k - \sansone (mod 2),
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Пусть RZ — подгруппа (по сложению) в поле Q\sanstwo n , порождённая
элементами

\bigl\{ 
r\sanstwo l+\sansone | l \in \{ 0, . . . , 2n - \sanstwo  - 1\} 

\bigr\} 
и\widetilde R = RZ + 2Z[\alpha + \alpha  - \sansone ].

Теорема (о соотношениях)

1. Для любого целого l имеем d\sansone rl = rl + rl+\sansone + rl - \sansone \in \widetilde R и

d\sanstwo n - \sansthree rl \equiv rl (mod 2).

2. Для любого k \in \{ 1, . . . , n  - 3\} имеем d - \sansone 
\sanstwo k - \sansone r\sanstwo k - \sansone \in \widetilde R и

\bigl( 
d - \sansone 
\sansone d\sanstwo n - \sansone  - k - \sansone 

\bigr) \sanstwo k - \sansone 

\equiv 1 + d - \sansone 
\sanstwo k - \sansone r\sanstwo k - \sansone \equiv 

\equiv 1 + P(k)r\sanstwo k - \sansone (mod 2).
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Лемма (5)

D = \langle d\sansone \rangle \times 
\sanstwo n - \sansfour  - \sansone \prod 
l=\sansone 

\langle d - \sansone 
\sanstwo l+\sansone d\sanstwo n - \sansone  - (\sanstwo l+\sansone )\rangle \times 

n - \sansthree \prod 
k=\sansone 

\sanstwo n - \sansthree  - k - \sansone \prod 
l=\sanszero 

\langle d - \sansone 
\sanstwo l+\sansone d\sanstwo n - \sansone  - k - (\sanstwo l+\sansone )\rangle .

Этот результат служит основой для следующих определений.
Положим

F\sanszero =
\sanstwo n - \sansfour  - \sansone \prod 
l=\sansone 

\langle d - \sansone 
\sanstwo l+\sansone d\sanstwo n - \sansone  - (\sanstwo l+\sansone )\rangle .

и для любого k \in \{ 1, . . . , n  - 3\} 

Fk =
\sanstwo n - \sansthree  - k - \sansone \prod 

l=\sanszero 

\langle d - \sanstwo k

\sanstwo l+\sansone d
\sanstwo k

\sanstwo n - \sanstwo  - (\sanstwo l+\sansone )\rangle \rangle .

Наконец,

F = \langle d\sanstwo n - \sanstwo 

\sansone \rangle \times 
n - \sansthree \prod 
k=\sanszero 

Fk .
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Теорема (о подгруппе F )

F — подгруппа группы E . Также

D\sanstwo n - \sanstwo 
< F \leqslant E < D,

и для n \in \{ 2, 4, 4, 6, 7\} 
F = E .

Поэтому для n \in \{ 2, 4, 5, 6, 7\} 

V\sansone = \{ u\chi \sansone (\lambda ) | \lambda \in F\} .
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Добавление n \leqslant 4

n = 1\leftarrow \rightarrow 2n = 2 & n = 2\leftarrow \rightarrow 2n = 4

Un(ZG ) = \langle  - 1\rangle \times G .

Это было известно ещё Хигману

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.
Soc(2), 46, (1940), 231–248.
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n = 3\leftarrow \rightarrow 2n = 8.

Можно найти в

J. Milnor, Whitehead torsion. Bull. Amer. Math. Soc.,
72:, 3(1966), 358–426.

Un(ZG ) = \langle  - 1\rangle \times G \times \langle u\rangle ,

где

u = 2 + x  - x\sansthree  - x\sansfour  - x\sansfive +\sansseven =

= e\sanszero + (1 +
\surd 
2)\sanstwo (e\sansone + e\sansseven ) + (1 - 

\surd 
2)\sanstwo (e\sansthree + e\sansfive ) + e\sanstwo + e\sansfour + e\sanssix 

бесконечного порядка с обратным

u - \sansone = 2 - x + x\sansthree  - x\sansfour + x\sansfive  - x\sansseven =

= e\sanszero + (1 - 
\surd 
2)\sanstwo (e\sansone + e\sansseven ) + (1 +

\surd 
2)\sanstwo (e\sansthree + e\sansfive ) + e\sanstwo + e\sansfour + e\sanssix .
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n = 4\leftarrow \rightarrow 2n = 16.

Этот случай изучен в работе

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина, T. А. Ханенко, Описание
группы единиц целочисленного группового кольца

циклической группы порядка 16. Тр. ИММ УрО РАН, 23: 4
(2017), 32–42.

Пусть для l \in \{ 0, 1, 2\} 

t\sanstwo l+\sansone = 1 + (\alpha \sanstwo l+\sansone + \alpha  - \sanstwo l - \sansone ) + (\alpha \sansfour l+\sanstwo + \alpha  - \sansfour l - \sanstwo ).

Тогда группа единиц Un(ZG ) целочисленного группового
кольца ZG циклической группы G порядка 16 равна:

\langle  - 1\rangle \times G \times \langle u\chi \sanstwo ((1 +
\surd 
2)\sansfour )\rangle \times \langle u\chi \sansone (t

\sansfour 
\sansone )\rangle \times \langle u\chi \sansone (t

\sansthree 
\sansthree t\sansfive )\rangle \times 

\times \langle u\chi \sansone (t
\sansthree 
\sansone t\sansthree )u\chi \sanstwo ( - (1 +

\surd 
2)\sanstwo )\rangle .
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Циклические группы,

близких к простым порядков

В 1940 Хигманом

G. Higman, The units of group rings. Proc. London Math.
Soc(2), 46, (1940), 231–248.

было показано, что целочисленные групповые кольца
циклических групп порядков 1, 2, 3, 4 и 6 имеют только
тривиальные единицы.

Циклические группы простых порядков

Естественно, что необходимо начать изучение с самого
“простого” случая (который может считаться модельным),
когда рассматривается циклическая группа простого порядка
p > 3, случаи p \in \{ 2, 3\} приводят к тривиальным единицам.
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Однако, даже в этом случае невозможно быть полностью
уверенными в полном описании групп единиц независимо от
подхода (например, на это указывает теорема 1.2 из

K. Hoechsmann, Unit bases in small cyclic group rings. Marcel
Dekker, Meth. in ring theory (Lecture notes in pure appl.math.
ser.), 198, (1998), 121–139.

поскольку возникает такое препятствие как классическая
теоретико-числовая задача полного описания единиц колец
целых круговых полей.
Однако, круговые единицы хорошо описываются и составляют
подгруппу конечного индекса во всей группе единиц кольца
целых кругового поля.
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В работах

Р. Ж. Алеев, Круговые единицы в групповых кольцах конечных

абелевых групп. Алгебра и логика: Материалы международного

российско-китайского семинара. Иркутск: Издательство Иркут.

гос. пед. ун-та, 2007, 11–14.

Р. Ж. Алеев, С. А. Колясников, Круговые единицы групповых

колец циклических групп простого порядка. Наука ЮУрГУ:

материалы 65-й научной конференции. Том: Секции

естественных наук. Челябинск: Издательский центр ЮУрГУ,

2013, 23–26.

были изучены единицы целочисленных групповых колец
циклических групп простых порядков.
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Зафиксируем следующие обозначения:

G — циклическая группа простого порядка p > 3,

\alpha — первообразный (комплексный) корень степени p,

Qp = Q(\alpha ) — p-тое круговое поле,

m = (p  - 3)/2,

g — первообразный корень по модулю p,

\sigma \in Gal(Qp) с условием \sigma (\alpha ) = \alpha g ,

\tau i = \sigma i - \sansone 
\Bigl( 
\sansone  - \sigma (\alpha )
\sansone  - \alpha 

\Bigr) 
для i \in \{ 1, . . . ,m\} .
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Локальные единицы в рассматриваемом случае задаются
следующим образом. Все неглавные характеры группы G
алгебраически сопряжены и потому для любого
фиксированного неглавного характера \chi \in Irr(G ) имеем

Irr(G ) \setminus \{ 1G\} =
\Bigl\{ 
\chi \sigma i

\bigm| \bigm| \bigm| i \in \{ 0, . . . , p  - 2\} 
\Bigr\} 
.

Тогда единице \lambda кольца целых поля Qp соответствует
локальная единица

u(\lambda ) = 1 +

p - \sanstwo \sum 
i=\sanszero 

\bigl( 
\sigma i (\lambda ) - 1

\bigr) 
e(\chi \sigma i

),

где e(\chi \sigma i
) — минимальный центральный идемпотент

комплексной групповой алгебры CG , соответствующий
характеру \chi \sigma i

.
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В силу вышеизложенного ограничимся только круговыми
единицами кольца целых кругового поля Qp, соответствующие
локальные единицы назовём круговыми, и они образуют
подгруппу K (G ) группы единиц кольца целых рациональной
групповой алгебры QG , изоморфную подгруппе Kp круговых
единиц кольца целых кругового поля Qp.
Основным результатом является следующий.

Теорема (простой порядок)

K (G ) \cap Un(ZG ) = \langle  - x\rangle \times \langle u( - \tau 
p - \sansone 
\sanstwo 

m )\rangle \times 
m - \sansone \prod 
i=\sansone 

\langle u(\tau i\tau p - \sanstwo 
m )\rangle .

В случае, когда h(p) = 1, имеем Un(ZG ) \subset K (G ).
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Циклические группы порядков \sanstwo p и \sansthree p

Естественный следующий следующий шаг состоит в изучении
единицы целочисленных групповых колец циклических групп
порядков kp, где k \in \{ 2, 3, 4, 6\} и p \geqslant 5 — простое число. Такие
числа kp будем называть близкими к простым.
В настоящее время изучаются единицы целочисленных
групповых колец циклических групп порядков 2p и 3p для
простого p \geqslant 5.
В частности, построены подгруппы конечного в группах единиц
целочисленных групповых колец циклических групп таких
порядков.
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Циклические группы порядков 2p

Рассмотрим единицы целочисленных групповых колец
циклических групп порядков 2p для простого p \geqslant 5.
Обозначим через \alpha — примитивный (первообразный)
комплексный корень из единицы степени p. Пусть G = \langle x\rangle —
циклическая группа порядка 2p. Для каждого числа
j \in \{ 0, 1, 2, . . . , 2p  - 1\} определим характер группы G

\chi j : G \rightarrow \langle \alpha \rangle ,

где для любого k \in \{ 0, 1, 2, . . . , 2p  - 1\} 

\chi j(x
k) = ( - \alpha )jk .
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Пусть g — примитивный (первообразный) корень по модулю p.
Обозначим

\mu \sanszero =
1 - \alpha g

1 - \alpha 
= 1 + \alpha + \cdot \cdot \cdot + \alpha g - \sansone .

Пусть \chi \in Irr(G , alc). Определим подгруппу

U(\chi ) = \langle u\chi (\mu ) | \mu \in Un(Z[\chi ])\rangle 

из локальных единиц рациональной групповой алгебры QG .
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Теорема (порядок \sanstwo p)

1. Группа единиц Un(ZG ) целочисленного группового кольца

группы G — подгруппа в

U = U(\chi \sanszero )\times U(\chi p)\times U(\chi \sanstwo )\times U(\chi \sansone ).

2. Для m \in \{ 1, 2, p  - 1\} обозначим через \varphi m такой

автоморфизм поля Q(\chi \sanstwo ) = Q(\chi \sansone ), что \varphi m(\alpha ) = \alpha m.

Тогда существует такое число r , что

(p - \sansfive )/\sanstwo \prod 
k=\sanszero 

\langle u\chi \sanstwo (\varphi gk\mu 
(p - \sansone )r
\sanszero )\rangle \times 

(p - \sansfive )/\sanstwo \prod 
k=\sanszero 

\langle u\chi \sansone (\varphi gk\mu 
(p - \sansone )r
\sanszero )

является подгруппой конечного индекса в Un(ZG ) и U.
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Циклические группы порядков 3p

Теперь рассмотрим единицы целочисленных групповых колец
циклических групп порядков 3p для простого p \geqslant 5.
Обозначим через \alpha — примитивный (первообразный)
комплексный корень из единицы степени 3p. Пусть G = \langle x\rangle —
циклическая группа порядка 3p. Для каждого числа
j \in \{ 0, 1, 2, . . . , 3p  - 1\} определим характер группы G

\chi j : G \rightarrow \langle \alpha \rangle ,

где для любого k \in \{ 0, 1, 2, . . . , 3p  - 1\} 

\chi j(x
k) = \alpha jk .
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Пусть g — примитивный (первообразный) корень по модулю p.
Обозначим

\mu \sanszero =
1 - (\alpha \sansthree )g

1 - \alpha \sansthree 
= 1 + \alpha \sansthree + \cdot \cdot \cdot + \alpha \sansthree (g - \sansone ).

Для любого m \in \{ 1, 2, . . . , p  - 1\} определён такой
автоморфизм \psi m поля Q(\chi p), что \psi m(\alpha 

\sansthree ) = \alpha \sansthree m.

Лемма (6)

Существует такое натуральное число r , что для любого

k \in \{ 0, 1, . . . , (p  - 5)/2\} 

u\chi \sansthree (\psi gk (\mu 
(p - \sansone )r
\sanszero )) \in ZG .

Лемма (7)

Существует такое натуральное число l , что для любого

k \in \{ 1, 2, . . . , 3p  - 1\} 

u\chi \sansone 

\Bigl( 
(1 - \alpha k)l

\Bigr) 
\in ZG .
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Пусть \chi \in Irr(G , alc). Определим подгруппу

U(\chi ) = \langle u\chi (\mu ) | \mu \in Un(Z[\chi ])\rangle 
из локальных единиц рациональной групповой алгебры QG .

Теорема (порядок \sansthree p)

1. Группа единиц Un(ZG ) целочисленного группового кольца

группы G — подгруппа в

U = \langle  - 1\rangle \times U(\chi \sanszero )\times U(\chi p)\times U(\chi \sansthree )\times U(\chi \sansone ).

2. Существует такое подмножество A \subset \{ 1, 2, . . . , 3p  - 1\} 
мощности p  - 2, что для определённых в леммах 2 и 3

чисел r и l имеем

(p - \sansfive )/\sanstwo \prod 
k=\sanszero 

\langle u\chi (\psi gk\mu 
(p - \sansone )r
\sanszero )\rangle \times 

\prod 
a\in A
\langle u\chi \sansone 

\Bigl( 
(1 - \alpha a)l

\Bigr) 
\rangle 

является подгруппой конечного индекса в Un(ZG ) и U.
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О числах r и l

Пусть p — простое число.
Пусть p делит n = pkt, где p не делит t. Тогда

fp = min\{ s \geqslant 1 | ps \equiv 1 (mod t)\} .

Также

Лемма (8)

Пусть n и m — натуральные числа, причём m делит n.
Допустим также, что m > 3 нечётно. Тогда

exp (Un (Z[\zeta m]/nZ[\zeta m])) =

НОК

\Biggl\{ 
nm\prod 

p\in \pi (n) p
, \{ (pfp  - 1) | p \in \pi (n)\} 

\Biggr\} 
.

50



Случай n = 2p.

Тогда m = p.
Имеем

nm\prod 
p\in \pi (n) p

=
2p \cdot p
2 \cdot p

= p.

Также

p \equiv 1 (mod 2)  - \rightarrow fp = 1,

2p - \sansone \equiv 1 (mod p)  - \rightarrow f\sanstwo делит p  - 1.

Поэтому

exp (Un (Z[\alpha ]/2pZ[\alpha ])) = НОК
\Bigl\{ 
p, p  - 1, 2f\sanstwo  - 1

\Bigr\} 
делит

НОК
\bigl\{ 
p  - 1, 2p - \sansone  - 1

\bigr\} 
делит (p  - 1)(2p - \sansone  - 1),

откуда

r делит (p  - 1)(2p - \sansone  - 1).
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p 5 7 11 13 17

g 2 3 2 2 3

f\sanstwo 4 3 10 12 8

(p  - 1)(2f\sanstwo  - 1) 60 42 10230 49140 4080

r 60 42 10230 3276 4080
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Случай n = 3p.

m = p.

Имеем
nm\prod 

p\in \pi (n) p
=

3p \cdot p
3 \cdot p

= p.

Также

p\sanstwo \equiv 1 (mod 3)  - \rightarrow fp делит 2,

3p - \sansone \equiv 1 (mod p)  - \rightarrow f\sansthree делит p  - 1.

Поэтому

exp
\bigl( 
Un

\bigl( 
Z[\alpha \sansthree ]

\big/ 
3pZ[\alpha \sansthree ]

\bigr) \bigr) 
= НОК

\Bigl\{ 
p, pfp  - 1, 3f\sansthree  - 1

\Bigr\} 
делит

НОК
\bigl\{ 
p\sanstwo  - 1, 3p - \sansone  - 1

\bigr\} 
делит

(p\sanstwo  - 1)(3p - \sansone  - 1),

откуда

r делит (p\sanstwo  - 1)(3p - \sansone  - 1).
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m = 3p.

Имеем
nm\prod 

p\in \pi (n) p
=

3p \cdot 3p
3 \cdot p

= 3p.

Также

p\sanstwo \equiv 1 (mod 3)  - \rightarrow fp делит 2,

3p - \sansone \equiv 1 (mod p)  - \rightarrow f\sansthree делит p  - 1.

Поэтому

exp (Un (Z[\alpha ]/3pZ[\alpha ])) = НОК
\Bigl\{ 
3p, pfp  - 1, 3f\sansthree  - 1

\Bigr\} 
делит

НОК
\bigl\{ 
p\sanstwo  - 1, 3p - \sansone  - 1

\bigr\} 
делит

(p\sanstwo  - 1)(3p - \sansone  - 1),

откуда

l делит (p\sanstwo  - 1)(3p - \sansone  - 1).
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p 5 7 11 13 17

g 2 3 2 2 3

fp 2 1 2 1 2

f\sansthree 4 6 5 6 16

(pfp  - 1)(3f\sansthree  - 1) 1920 4368 29040 8736 12397455360

r 40 546 1210 156 272

l 240 1092 7260 156 669120
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Спасибо

за внимание !
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